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Over een probleem betreffende symmetrische

matrices,

door
H.J.A.Dupare,C.G,Lekkerkerker en Dr W.Peremans.

Aan de afdeling zuivere wiskunde werden twee vermoede stellingen
voorgelegd. In dit rapport worden van de eerste stelling drie bewij-
zen gegeven; het tweede vermoeden wordt door tegenvoorbeelden weer-
legd,

Een symmetrische matrix (Cjk) van de orde n, waarvan de elemen-
ten complexe getallen zijn (cjk=ajk+lbjk’ 85 on bjk re€el) heet
positief, als de gquadratische vorm, behorende bhij de maitrix (ajk) der

reéle delen positief semi-definiet is, dus

1
a.kx.xk:Q 0
\k:l J J
voor <lle reile (x1§.°,,xn).
Vermoeden I.
Als van een wositieve matrix C:(cjk) de determinant =0 is, bestaat

een stelsel redle getallen A1,...,;Xn, die niet alle =0 zijn, zodat
n x
Z;;Cjk X = O voor J=1,sv.,ne

Vermecaen ‘1.

Fen positvieve m2trix van rang r is op één on slechts één manier te
schrijven ala cde som ven r positieve matrices van rang 1.
Bij fde bewijzen van vermoeden I wordt de volgende nulpstelling gebruikt.

Hulpstelling 1.

— _'4/ . Py
Laten A”(ajk) en B"\bjk) ma;rlces Zli? van de orde n, ajk complex,
bjk redel, det bjk#O. Noem A =B‘AB=(ajk) (Als D een matrix is, noemen
we de getransponeerde matrix D'). Als er een stelsel getallen¢/M1,...,)Mﬂ

bestaat die niet alle =0 zijn, waarvoor
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n_ x .
a, =0 VYoorvr =L, N
RZ:::I:: Sk k 5 BRRRS RS
dan is er een stelsel getallen.:X1,...,:Xn,‘d1e niet alle =0 zijn,
~ [l
waarvoor E a3k>\ =0 voor jJ= 1,...,n en wel voldoen >\ §: bmk]"k

k=
voor m=1,...,n. Als //A1,...,/AAn re€el 213n kunnen.:k1,.o., A

ook reéel worden gekozen.

n
Bewijss aJ E bla 1Pl Qus > blJ 1m m#/»4k_0 dus

n

klm:!
—
zz:: Py 5 2 ay; b M=0 voor j=1,,..,n. Ondat det b, k#o volgt
km 1
hieruit ém 1alm mk/)nk"o voor 1l=1,,.4,0n. Dus voldoet ). Z::bmk Kk

voor m=1,...,n inderdaad aasn de vereisten. Verder zijn de Anlnlet
alle =0, omdat anders uit det bmk£0 zou volgen dat alle//ﬂk=0 zouden
zijn.

Eerste bewiis van vermoeden 1 (Dr W, Peremans) .

Hulpstelling 2. Als bij een reele symmetrische matrix (ajk) van orde

n een positief semi-~definiete quadratische vorm behoort, is,ajj:;O

voor j=1,...,n. Als akk=0 dan is a.k=akj=0 VOOr J=1,4e4, 0.

Bewi jg+ Substitueer in Z a X‘=1 en x,=0 voor 1#j dan

ga~* deme vorm over in a, dus a

337 ji=
X3=V 40 BTVor %q =0 voor 1#j, 1l#k, dan gaat dc vorm over in

2 0, Als aJ =0 substitueren we

2 .
2ajky1y2+akky2 . Dlt is een positief seml-deflnlete quadratische
vorm in yq en Yoo Als akk=o, geeft substitutie van y1=yé=1, dat ajEZO
en y,=-yp=1, ot a; S0, dus 85=0. Als g]]# 0, (dus"akk) 0) dan geat
door substitutie wvan y1=~akk,y2=a5k,de vorm over in "akkajk2 en dit
is alleen 2 O als a., =0, |

Jk _
Omdat det cjkzog bestaan er in ieder geval complexe getallen

/AA1,...,//wn, die niet alle =0 zijn, zodat: éi;:cjg/wk=0 voor
j=1¢e+en. Als de verhoudingen der /)A's a}le regel zijn, gaan deze
door vermenigvuldiging met een geschikt gekozen complex getal #O in
reéle getallen over die ook aan de gevraagde rclatie voldoen. We kun-—
nen dus veronderstellen dat de verhoudingen der '/A's niet alle

re€el zijn. Zonder beperking der algeme.nheid mogen we veromderstellen

dat ﬁé%i niet reé&el is.
/
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Noem /MJm/”J"‘i/M&“ (/“4‘ en /Al“ reéle getallen, j=1,...,n). Dan is
/1/“} -—/4 /M , #0.De volgende matrix T= (O‘jk) is dan reéel en heeft een

deteruiucat #O.. i "
/\, /\4, 0 .......0

t 8
/“A/“l .. . O
¥ 1
v H
) Al
] ?
v 0
' 4
! i

/ﬂn }4 OA,.- O

Noem nu D=T'CT=(d,,), dan is d,,= o, .c,_ & dus
3 0 3k -[?iﬁ 15%1m % me?
dj = 15711, oy lm/w en de”t: “lj lm/"m , dus djl+ldj2

?“13 (E:( clm}«m) =0 voor j=1,...,n.

Uit d11+1d12~0 volgt, daar d,o=dy4, direct d 1= 'd22' De matrix
d21+1d22-0

der reéle delen van (djk) bepaalt een positief semi-definiete quadra-
tische vorm, dus volgens hulpstelling 2 is RﬁH,O Rdzz.,(), maar omdat
dyq4= =dyp, is R4,,= -R4,,, dus Rdﬂ:ﬁdzfo. Uit hulpstelling 2 volgt
nu dat ook Hd. =Hd32=0 voor j=1,...,n. Maar dan geeft dj1+idj2=0
dat ook dd _’ad 5=0, dus d . =d.,=0 voor j=1,i..,n. Omdat dﬂ..o is, is

31 it
" *
(/‘4 yo o 'ﬁn) (1 40y+.4,0) een stelsel getallen waarvoorr djk/Ak =0,

k=1
Vol hulpstelli 1d & d
olgens pstelling 1 geldt voor !.I:___A mk/Ak /Am , dat 'Ef jm)‘m

voor j=1,...,n waarmee de stelling bewezen is. (We hadden op dezelfde

n
. . "
wijze kunnen aantonen dat — ij/"m =0.)

Tweede bewijs van vermoeden I (H.J.A,Duparc).

Door een re€le transformatie is het stee.s mogelijk de vorm
n

. sl 2 -
Zr — 8,X Xy OP de diagonaalgedaante 21‘”1 Arg‘ te brengen, waarbij
wegens het semi-definiet zijn dezer vorm geldt Ar%O voor alle r, Wij

nummeren de variabelen zo, dat A1>O,...,Ak)O;Ak+1

is k<n, De reéle niet- singuliere transformatie transformeert de matrix

(v

T ‘::%:Oo Hiel"bij

rs) , dus ook de matrix (crs) tot een matrix (Brs) resp. (Crs)=

=(Ar Srsn.Brs). Bewijzen wij nu de stelling voor de getransformeerde
matrix dan-vindt men daarvoor reé&le co&fficiénten U1""’Un met de ge-
wenste eigenschap en op grond van hulpstelling 1 vindt men dan reéle

0Q§fi‘;}.cit§ntan Wyqyeooyy met de verlangde eigenschap voor de oorspronke=-
lijke matrix (c ).
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Omdat de determinant van (C.g) nul is, bestaan er in ieder geval

complexe getallen V1+1W1”"’Vh+iwn (niet alle nul) waarvoor geldt
o]

zs':;;r (Vs+iws) crs::O (I‘=1 go e ’n) ?

dus
(1) P
en
n
Hieruit wolgt
g 5 n
BRSNS E R g LW }:::w b
r=1 r,s=1 r,s=1
hdus
n
2.0 2y, _
- (V& +Wr )Ar_O,

waaruit wegens A1)(3,...,Ak:?0, volgt V,=W.=..,=V, =W, =0, Was nu k=n,
dan waren alle V1+iW1,...,Vh+iWn nul in strijd met de onderstelling
dienaangaande,

Dus k <n. Voor alle r=1,..4,n is dus V Ar“WrAr“o De relaties

(1) en (2) luiden den
q! n

(3) L VB0 ;) ; VB =0,
s=k+1 S=K+

waarbij wegens k {n er tenminste één der getallen Wk+1,...,W

Vi

is het stel (W1""’Wn) het gezochte stel; is dat een der getallen

n'!
+1,...,Vh van nul verschilt. Is dat een der getallen Wk+1"“’wn dan

Vk+1,..',

Opmerkingen.

V.

v dan is het stel (VT,..,Vh) het gezochte stel,

1°, Uitgaande van een stel complexe getailen U1""’Un' die niet
door vermenigvuldiging met een geschikte factor alle refel te maken
zijn, vindt men zelfs twee oplossingen, n.l, (V1,...,Vh) en (WT""’Wn>
van het gestelde probleecm.

2%, Wij zien op grond van (1), (2) en (3) dat het punt (V1...JGQ

(en het punt (W1""'Wn) eveneens) van elk der beide hyperquadrieken
n

A Argfrts=0 i E;%;::lBrerXs=O

r,ys=1



3°, Het is dlrecb duidelijk dat ieder reel punt (V ,...,V )y
dat voldoet aan Z Us C..=0 (r=1,...,n), dubbelpunt is van de beide

~in 20 genoemde hyperquadrleken.

Derde bewijs van vermoeden I (C.G.ILekkerkerker).

We schrijven 23"7_ X9 4= (X,Y).

Hulpstelling 3. Zijn A en B twee re&le, symmetrische matrices van orde

r, en is A positief definiet, dan bestaat er een matrix T, zodat T'AT
de eenheidsmatrix van orde r en T'BT een diagonaalmatrix van orde r is.
Bew1gs, Zij X de vector (11,...,x ) en zij A= (a J) . Dan is (AX,X)=

§:§;¥' %KJ TS 5 cen positief definiete quadratlsche vorm, te schrijven
%als som van r quadraten. Er bestaat dus cen matrix Us (u J)',met
&

det U %O zodat door de substitutie X=UY, volult geschreven
ka:%é;FI%kjyj (k=1,2,,.4,7), die quadratische vorm overgaat in %:::yj
D.w.z. (AX,X)=(AUY,UY)=(U'AUY,Y) is identiek met (Y,Y). Dus U'AU is

2

eenheidsmatrix,

Z2ij U'BU=C, Dan is C re8el en symmetrisch, heeft dus refle eigenw
waarden, en bezit een orthonormaal stelsel van eigenvectoren. Er be-
staat dus cen ozthogonale matrix V, zodat Vioy cen diagonaalmatrix is.

De matrix T=UV voldoect dan aan de vraag.

Hulpstelling 4. Er is een niet singuliere matrix T, zodat een matrix
de

gA overgaat in T'AT doordat men cerst de k= rij vermecerdert met h-maal
de jde rij en daarna de kde kolom met A —maal de jde kolom.
Het gaat nu om het bewijs van de volgende stelling:
A . : — ]
Zij C= (akj+1bkj) een matrix van orde n, det C=0, ay, en a'yy
redel (kj=1,...,n), A= (akj)3 semi-positief definiet. Dan bestaan er

n reéle getallen )1,...,.A , niet alle nul, zodat geldt:

n

n
g)j(alij+ibkj)=o (k=1y400y0)

Bewijss Zij r de rang van A, Er bestaat dan een reé&le, niet-singuliere
matrix T1, zodat T1-‘AT1=A1 een diagonaalmatrix is met alleen op de
eerste r plaatsen van de hoofddiagonaal een élement # 0, Zij B= (bkj)?;
T1 kan zé bepaald worden, dat het gedeelte ﬁan de matrix T_"BT1 dat tot
de laatste n-r rijen en kolommen behoort, ecen diagonaalmatrix is met op

de eersie g plcatsen van de hoofddiagonaal een element QT£O (T=1,004,8)
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en op de laatste t plaatsen van de hoofddiagonaal nullen (r+s+t=n).
3 3 ' =B =. )
213 T,'BI,=B,=1 (b D),
AR {5 een der getallen 1,...,r en O cen der getallen 1,...,S.

- . . . de ,. /
We verminderen nu in de matrix By de 59 kolom met :é»— . «g;t_w-)? maal

-
de de

de #+0 "~ kolom en dearna de fde rij met L . /(r o Daal de T+o

T £

rij. Wegens dec symmetrie is bp,'uo- =b,“,(5?. Door dit voor alle paren

f,o* te doen, zien we, op grond van hulpstelling 4, in dat er een reéle
i = - ' —R = ny

matrix T, bestaat, zodat T,'T,'AT,T,=T,'AT,=A, en T,'B4T,=B,= (bkj )Y,

I W
waarbi] A1 en B2 gymmetrisch zijn en oo = /g«*a;f\ =0 voor f:T,...,r;

U-'=1 grecey Se
Op dezelfde manier zicn we in, dat er een niet-singuliere matrix

T3 bestaat, zodat voor {[‘3'182’.133=B3='_(‘Dk'j ™), .bovendien geldt, dat in elk

der laatste t rijen (en kolommen) ten hoogste &&n der eerste r clementen
i 19 ! T = o
van nul verschilt. Zij T3 A1 3 A3

Tenslotte bestaat er,lettend op de eerste r rijen en kolommen van

A3 en BB' op grond van hulpstelling 3 een niet-singuliere matrix ’l‘4,

-

' ' .
zodat T3 A3T3 en '1‘4 B3T4 de volgende gedaante hebbens
QO-w-ws-Q,0--0
\

\ ‘i\’\\,‘
(AN

| N & T o SN N\ o
1 A ~
AP ! TN \8:
c » A b 1 \\\\ N
PN A ) \ \Q'(.\ !
1 ~ \/ \ ‘ N N i 1
AN . : en X NN ! .
\ \ Q \\ \ ' N \\ . :
] \\ \ N | \\\\\\i !
| N - )
\ AN N \O 0 ““““““ 0 Sfo-—-—o
N Ul e e e eeeeereenn e
\ BN, N cfo.__._..~*._¢')§:'3.ucl>
O - —===0 0 as r !

We laten nu zien dat er een 'geheel getal T is, zodat 1 £ T g 1,
€+ =0 (in het bijzonder is dus t=0 uitgesloten). Is dat zo en stellen
we T=T1T2T3T4, dan komt er in de matrix T'CT een rij (en kolom voor, )
die uit louter nullen bestaat. Voor T‘C?.‘ is dan de bewering van de stele

ding juist, en wegens hulpstelling 1 dan ook voor C.



Stel eens, dat gcen der Cy gelijk aan nul is en zZij )\ﬂ""‘kn
een stel van n getallen zodat z:f::.R.dkj=O voor k=1,...,n, als
(dka)/ de matrix T!'CT is. Beschouw1ng van de laatste t rijen leert:
«\—...- At_o Let men op de eerste r rijen, dan volgt, dat ook geldt:
)\=...=.X%=O, Km= X"ﬁ=...=\m”“_0=o. Op de overige rijen lettende ziet
men dat ook de overige getallen A}gelijk aan nul zijn. Er volgt zo een

tegenspraak met het feit dat det C=0 is, Hiermec is de stelling volle~

dig bewezen,

Opmerkingen: Uit het bovenstaande vloeien nog de volgende consequenties
voort: |

1, De matrix A is niet positief definiet. Want n-r=s+t 2t 3 1.

%. Z2ij t het aantal elementen C‘ in de matrix T'BT, dat gelijk aan nul
is. Dan is Ty 21; elk stel re&le of complexe getallen "\\(3 Tyevagn),

waarvoor geldt i X (a +1bkj)_0 (k=1 ,...,n), ontstaat door lineaire

kj
combinatie met reele resp. complexc coéfficiénten uit to bepaalde reéle

stellen (zie hulpstelling 1).

Tegenvoorbeeld tegen vermoeden II, Allercerst tegen het bestaan

van de gevraagde splitsing. (Dr W,Percemans)

Neem de matrix (1 é) en stel dat

, 3805 G (i =6)

een splitsing van de verlangde soort is.
De redle delen moeten een positief semi-definiete matrix bepalen
roor elk der matrices, In de hoofddiagonaal moeten elementen 20 staan,

dus [Qzudj. Dan is ook UQ, =0, Schrijf het dus nu zo:

1 i) -[a+tid dc) 1-(a+ib) di-ic
\i O/ | ic id i-ic ~id}*
waarin a,b,c,d re&l zijn. We gcbruiken nu dat de rang =1 is. Dus

(1) (a+ib) id+c2=0

~id+(a+ib) id+com20+1=0

Door aftrekken vindt men
~id=~20c+1=0

dus d=9
e=%.
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Substitueert men d=0 in (1), dan vindt men c=0., Dit geeft een tegenspraak.
Dat, als er een splitsing van de geweﬁste soort bestaat, deze niet
eenduidig is, blijkt uit het volgende voorbecld (H.J.A.Duparc).
De matrix (; 2) is positief en heeft de rang 2. Deze is inder-

daad splitsbaar in 2 positieve matrices van de rang 1,

1 2 1 2 0 O
(2 6)‘_‘(2 4)*(0 2)’
maar er zijn gemakkelijk andere splitsingen te geven. Immers stel
(2 &)= (2202 + (3220 E232)
waarbij de tweede matrix de rang 1 bezit, zodat men heeft
2=a(6-4b+1°) ,

'dus voor iedere b geldt bovenstaande splitsing met an—gwg-—g.. Wegens
b ~4b+
2

_ ¢ . A . PRI
a= z;:;;g:; $1 is de tweede matrix ook positief,



